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CHAPITRE 1 : Introduction 1 

1. XIRRODOCTiai. 

Lors d'une réaction nucléaire, symbolisée par 

a + A — • b + B*, 

le noyau résiduel B peut être formé dans différents états d'excitation. 

A basse énergie d'excitation ces états sont discrets avec des caracté

ristiques spectroscopiques bien définies. En revanche, au delà d'une 

énergie d'excitation U , les états sont représentés par une répartition 
c 

continue en énergie (densité de niveaux). Le diagramme énergétique d'une 

telle réaction est schématisé sur la Figure 1. 
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Figure 1. Diagramme énergétique 
a + A —» b + B. 

de 

b + B 

la réacti on nucléaire 

Le spectre de la particule sortante b, associé aux états d'excitation 

du noyau résiduel B, est donc composé de pics discrets à haute énergie 

de sortie et d'une partie continue à basse énergie de sortie. Ces spectres 

sont généralement calculés dans le centre de masse à l'aide de modèles 

de réactions nucléaires. 

La transformation dans le laboratoire des sections efficaces (sim

plement dixférentielles) correspondant aux niveaux discrets est bien 

connue [EV55]. Par contre la transformation de la partie continue (dou

blement différentielle ) est moins souvent traitée et constitue donc 1 ' objet 

de cette note. 



2 Grandeurs einématipuas 

2. GR1KDB0HS CISEMATXQOBS CKRftCTKRISïIQDgS OB LA RBiCXIOS. 

Les principales notations et définitions utilisées dans ce document 

sont regroupées dans la liste ci-après : 

m , E masse et énergie (laboratoire) de la particule 

incidente a, 

nu, E masse et énergie (laboratoire) du noyau cible A (E_ = 0), 

m , E masse et énergie (laboratoire) de la particule émise b, 

m., E„ masse et énergie (laboratoire) du noyau résiduel B, 

M masse totale du système, M = m + m = m + m , 

Q bilan énergétique de la réaction laissant le noyau résiduel 

dans son état fondamental, 

Q bilan énergétique de la réaction laissant le noyau résiduel 

avec une énergie d'excitation U, Q = Q - U; U variant 

continûment entre U et Ë + Q , Q varie également de façon 

continue entre Q ^ = - I et 0 ^ = Q Q- U(;, 

v vitesse du centre de masse repérée dans le laboratoire 

V c = /2m,E, / M, i l 

a. constante du mouvement utilisée lors du changement de 

référentiel 

2 _ "i m3 E l _ 1 2 
a 3 ~2 2 m3 V 

H 

r . variable sans dimension représentant l 'énergie cinétique 

dans le laboratoire de la particule émise 
r 3 = / h ' a 3 ' 

t 3 t 3 = | i - r 3 | , 

H = cos 0 6 est l'angle, dans le laboratoire, entre les directions 

de la particule émise et du faisceau incident, 

I = m_ E / M énergie cinétique totale disponible dans le centre de masse 

en voie d'entrée; en voie de sortie l'énergie cinétique 

totale disponible dans le centre de masse est I + Q, 

1 paramètre de changement de référentiel, •j - v / v , 

2 mi m3 Ê mi m 3 1 
T • - - - . m2 M * Q m2 m4 1 * iî- J-' 

m 2 E i 
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t dépend de l'énergie d'excitation par l'intermédiaire de 

Q et devient infini pour Q = Q . = - Ë, 

T valeur minimale du paramètre T associée à Q , , 

x = *Ai 
m 

C 
E__ énergie maximale, dans le centre de masse, de la particule 
3max 

émise b 

Si une confusion est possible, les quantités exprimées dans le 

laboratoire sont affectées de l'exposant l , tandis que celles exprimées 

dans le centre de masse sont affecté2s de l'exposant c. Ces exposants sont 

situés à gauche du symbole correspondant. De plus 1 ' indice 3, représentatif 

de la particule émise b, est omis dans certaines formules pour en alléger 

l'écriture. 

Enfin, toutes les relations présentées ne s'appliquent que dans le 

cadre de la cinématique non relativist*. 



4 Cinématique dans la laboratoire 

3. canttTiQtm DAIS LE LABORATOIRE. 

Considérant tout d'abord une reaction nucléaire à deux corps en voie 

de sortie et de bilan énergétique Q donné, l'énergie et l'angle de la 

particule émise ne sont pas indépendants dans le laboratoire, mais liés 

par la relation 

/h 
" r3 = »3 * fr 1*3-1. (1) 

où seul le signe + est à utiliser si j 1 l. Il n'existe donc qu'une variable 

indépendante, par exemple (x . De plus le paramètre T est constant, fixé 

par Q. 

Par contre, dans la règicn du continu, où Q varie entre Q . et S L -

il existe dmux variablas indépendantes, par exemple p et Q, et donc tout 

un ensemble de relations (l). Le paramétre T devient maintenant une 

fonction de Q. Les courbes représentatives de r en fonction de p sont 

reportées sur la Figure 2 pour différentes valeurs de T ( Q ) . 

M(IOD) 

Figure 2. Energie dans le laboratoire de la particule émise en 
fonction de l'angle d'émission, pour différentes valeurs 
de T (donc de Q). 



CHAPITRE 3 : Ci.iémttiQu* dans ' • Itboratoirm 5 

Il faut noter dès à présent le rôle particulier de la Vc-leur j - 1 

qui délimite deux zones de comportement diffèrent de r_(p '. Pour des 

valeurs de T supérieures à 1, les particules sortantes ne peuvent être 
1/2 émises qu'à l'intérieur d'un cône d'ouverture (l - 1 / T 1 ) et, pour chaque 

direction, il existe deux valeurs distinctes de l'énergie de sortie. 

Pour la suite, il est plus judicieux d'adopter pour variables indé

pendantes, dans le laboratoire, l'énergie de sortie E (ou la variable 

sans dimension r ) et l'angle d'émission p . 

Si on se place à une énergie de sortie E fixée, donc r fixé, l'angle 

d'émission est défini par la relation 

'3-5^-^V1» ( 2 ) 

3 T 

qui, utilisée pour T = T (-«oit Q = Q___) » fixe la limite du domaine en 

(i. correspondant à cette valeur de E_. 

Si on se place a une énergie de sortie E. et un angle d'émission p 

fixés, la valeur de Q est alors donnée par 

m m 

B2 \ T 2 

(3) 

où ± 5 . ^ - 2 , ^ 3 + 1 . 
T 

En voie de sortie, l'énergie cinèv.ique totale disponible dans le centre 

de masse est 

m m ~ 
S n 1 3 E E + Q s 

m 2 m 4 T 2 

et l'énergie de la particule émise est 
E 3 ~ M raTT ^ - a3 ' T ' ( 4 ) 

2 4 T 



6 Changement d* referential 

DB 8BFBBITXS.. 

La transformation des grandeurs cinèmatiques, basée sur la loi de 

composition galilèenne des vitesses, fait intervenir la vitesse 

d"entraînement du centre de masse 

v = 
c 

/**lh 

qui ne dépend que de la voie d'entrée, ou bien la constante 

• m m. E 
1 3 l 

a, = / ; «, ï = 3 2 3 c H 

Les formules de changement de référentiel s'appuient sur les schémas 

triangulaires ci-dessous, qui se déduisent l'un de l'autre en multipliant 
1/2 

chacun des vecteurs vitesses par la constante (m_/2) 

V. 

Le changement de référentiel nécessite deux transformations : 

1. la transformation des deux variables indépendantes, E et p par exemple, 

et 

2. la transformation de la section efficace, fonction de ces deux 

variables. 

4.1 firaufonation dms variable» Indépendant**. 

La transformation du centre de masse vers le laboratoire des deux 

variables indépendantes s'écrit, [QH65], 

• 2a, /^ÊT V + a? 3 "3 ~3 " "3 H3 "3 

/ ^ C ^ + 
3 r3 

[% • 2, /% V + A 
1/2* 

(5) 

(6) 
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Les formules de transformation du laboratoire vers le centre de masse 

s'obtiennent en changeant a, en - a , [0H65], 

E, = *E_ - 2a, J E, "V + a^ (5.a) '3 "3 ~3 3 r3 

**3 = 

h "3 * a3 

[/„ ,_ /^ / E - 2a / "E "u + a 3 3 K 3 H 3 3 J 

1/2-
(6.a) 

4.2 Tranaforaation de la section efficace. 

Dans ce qui suit, on suppose connue, dans le centre de masse, la 

section efficace doublement différentielle sous forme soit analytique, 

soit, le plus souvent, tabulée. 

La formule de transformation de la section efficace doublement 

différentielle est (en omettant l'indice 3) 

. ..2 JZ _,c_ c . 
4. d a . _ c, d o . 3( E, n) 

ldt du' " KàM. du' ../_ / " 
3( E, (i) 

Le jacobien de la transformation. 

(7) 

c c 
J(cm - lab) = 8 ( E > / } = 

3PE, p) 

3fE £, 
3 ' E 3 ' E 

3 CE d Cn 

o (< d (i 

se déduit des relations (5.a) et (S.a), les dérivées partielles s'écrivant 

a's 

û. - 2 , A. 

û. A' . 3_É* 

»'E " aA[VuAV. 2 ] 1 / 2 " 2 [ W t V a 2 r U " ^ 
) , 

£i A 
»'» [^EnJ?^2]'" 2pE-2a^Va2] 

A E / - a

i V 2 « - ^ ' . 

soit 



8 Transformation de la taction efficace 

J(cm -• lab) = C / E / C E ) 1 / 2 (8) 

ou bien, en introduisant la variable sans dimension r, 

J(cm -• lab) = r (r 2 - 2 *|i r + l f 1 / 2 . 

Il faut noter que le jacobien J correspondant pour un niveau discret 

(pour lequel le bilan énergétique Q est fixé) est tEV55], dans les notations 

utilisées ici, 

c 4 
Jd(cm -» lab) = ̂  = § ( V C E ) 1 / 2 . (9) 

3 " |CE + a /E" CJ 

4.3 Exe«pl». 

Supposons, à titre d'exemple, une section efficace définie dans le 

centre de masse sous la forme 

/ d 9 i 1 _-C . _.C_ . 
(d7iz;) = 2 ; g ( *J f ( V-

avec une distribution triangulaire en énergie (qui peut être considérée 

comme la partie basse énergie d'un spectre d'evaporation) et une distri

bution angulaire isotrope (Figure 3) : 

f ( C V - ĉ i— \ - *<%> • I-
3max 

L'intégrale sur les angles et les énergies de cette section efficace est 

égale à l'unité. 

LA transformation dans le laboratoire d'une telle section efficace 

est représentée sur la Figure 4 dans le cas d'une réaction nucléaire 

(hypothétique) caractérisée par les valeurs numériques suivantes : 
m l = 4' m 2 = 1 0' m3 = 4' m 4 = 1 0' 
S 0 = °' Qmax = °' El = L> T, - 0.4, x = i/ T m = 2.5, 

C

E m a x = (10/14)
2, r ^ - 3 . 5 . 

Cette Figure appelle deux remarques : 

1. la distortion importante de la surface représentative de la section 

efficace, 
j J 2 

2. la particularité du point p = l, E = a , auquel correspond 
H, = l» E = o, donc un jacobim infini. D'après la relation (7) 

4 c 4 c 1/2 

9 = 9( E_/ E_) , la section efficace est donc nulle en ce point 
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j(cm) E(cm), 

-2L. 

J2. 
35! 

Figure 3. Section efficace doublement différentielle dans le centre 
de masse définie à différentes énergies de sortie E, : 
E >̂ " f E^n,„' f " 0-°5» 0.12, 0.25, 0.6, 1. 3 3max 

Figure 4. Section efficace doublement différentielle dans le labo
ratoire correspondant à la section efficace représentée 
sur la Figure 3. 



10 Example 

c c 1/2 
du laboratoire tant que o décroit vers zéro plus rapidement que E . 
Sinon la section efficace devient infinie en ce point, mais son 
intégrale demeure finie. 
L'exemple d'une distribution en énergie constante est traité en 

annexe. 
Si l'on suppose, à une énergie incidente donnée, la section efficace, 

dans le centre de masse, tabulée en fonction de l'angle pour certaines 
énergies de sortie - à ces énergies la distribution angulaire est isotrope 
dans l'exemple choisi (Figure 3) - il lui correspond, dans le laboratoire, 
une tabulation de ces énergies non rectiligne (Figure 4 ) , difficilement 
utilisable en pratique. 

Il est alors préférable de rechercner dans le centre de masse les 
couples ( E., (i.) auxquels correspondent, dans le laboratoire, des 
tabulations rsctlllgnes : soit en énergie de sortie, E = constante 
(distribution angulaire), soit en angle de sortie, n g = constante 
(spectre en énergie). Ces tabulations rectilignes facilitent grandement 
les intégrations ultérieures. 
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5. CALCUL DE LA DISTRIBUTION ANGULAIRE POUR UNE ENERGIE DE SORTIE DONNEE 

DANS LE LABORATOIRE. 

On se propose de calculer, pour une énergie de sortie E dans le 

laboratoire, la distribution angulaire des particules correspondantes. 

Les variables indépendantes retenues sont l'énergie de sortie E (ou r ) 
4 3 3 

et l'angle d'émission p de la particule 3. Si le domaine de définition 

de ces deux grandeurs est de forme simple (rectangulaire) dans le centre 

de masse, il n'en est pas de même dans le laboratoire et il convient donc 

d'en définir les limites. L'indice 3 est omis dans la suite de ce chapitre. 

5.1 Doaaine «s* définition dans le plan (r, p ) . 

La frontière du domaine de définition, dans le plan (r, jt), de la 

section efficace doublement différentielle ne dépend que de la valeur 

minimale du paramètre Y» T » c'est-à-dire de l'énergie incidente. Cette 
m 

frontière est représentée pour différentes valeurs de f sur la 

Figure 5. 

M(lob) 

Figura 5. Domaine de définition, dans le laboratoire, de la section 
efficace doublement différentielle pour différentes 
valeurs de T . 



12 Domëîne de définition 

Les limites sur r sont fixées par la valeur de T 
'm 

si T < 
'm 1 r . =0 

min r - i + ^ . 

si T = 
*m 

1 r . = 0 min 
r = 2, 
max 

si T > 
'm 

1 r . = 1 • 
min 

1 

" Tm 
r - i + ^ . max T m 

Les limites sur p dépendent des valeurs de r : 

S i \ < l T - l * r S T + * | Cr - i(ij - 1)] $ ̂H $ l, 
*m 'm T 

r S — - 1 -1 S "'(i S 1, 
T 
'm 

si T m = 1 0 S r S 2 | S "V S l, 

si T > 1 1 - - S r < l 4 i [r - £(% - 1)] S ̂  S i. (10) m T T * r ^ 'm 'm T •m 

5.2 Transformation de la section efficace. 

Le domaine de définition des deux variables r et (i venant d'être 

défini, il s'agit maintenant de calculer la section efficace doublement 

différentielle en fonction de l'angle p pour différentes valeurs 

constantes de r, ce qui revient à rechercher, dans le centre de masse, 
c c l'ensemble des points ( E, ft) se transformant dans le laboratoire pour 

donner ces valeurs de r. La procédure retenue pour calculer o corres

pondant à ces valeurs de r est la suivante, pour une valeur donnée de 

T ! 

1. Choix, dans le laboratoire, des valeurs de r (donc de E), comprises 

entre r , et r , avec min max 
A, 2 2 

E = a r , 

et de (t dans l'intervalle correspondant défini par les relations (10), 

l'angle limite étant alors 

H L * max(-i, |[r - ±(±3 - 1)]) 

*m 

2. Transformation dans le centre de masse des variables indépendantes 

correspondant à E et p : 

• Si r > 1 
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? = T ( V - 1 ) + ^ [T 2 < V - 1 ) + 1 ] 1 / 2 

2 , 2 E = a / T (11) 

1 2 „ 4 
avec -5 = 1" - 2 <ir + 1 . 

T 
• Si r S 1, il existe dans ce cas un angle intermédiaire fi. qui définit 
la séparation entre les signes + et - de la relation (1). Pour cet angle 

2 1 t c ., 2,1/2 
ti = 5 e t Hi * "(I - r ) . 

1 - r 

* * * * c ^ 2 , w -* r 2 /-< 2 u . ,1 
si é» < p. f = T( f* - 1) + f* LT ( C - 1) + 1] 

1/2 

. 4 4 
si u = (» 

c ,, 2.1/2 I» = -(1 - (i ) 

si (x > ji (i = f( (t - 1) - (i [T ( P - 1) + 1J 1/2 

c„ 2 . 2 E = a / T (12) 

2 2 -f / 

avec 1/7 = r - 2 JI r + 1. Pour le cas particulier (t * 1 et r = 1, il 

vient 1/T 2 - 0 et C E = 0, % = 1. 

3. Pour ces valeurs des variables, la section efficace dans le centre de masse est obtenue par interpolation. 
c 4 

4. Transformation de o en a à l'aie! 
d'une telle transformation est donné sur les Figures 6 et 7. 

c 4 
4. Transformation de a en oh l'aide des relations (7) et (8). Un exemple 

Cette méthode permet d'éviter les difficultés présentes dans le cas 

1 Z 1, c'est-à-dire quand il existe deux énergies de sortie distinctes 

pour un angle d'émission dans le laboratoire. 

5.3 Représentation des distributions angulaires par un développement en 

polynômes de Legendre. 

Dans le cas, le plus fréquent, où le cosinus de l'angle d'émission 

dans le laboratoire couvre l'intervalle [-1,1] la représentation des 

distributions angulaires par un développement en série de polynômes de 

Legendre s'écrit : 

9(E) -

9(E,p) - -jj- 2 (24+1) fi (E) P M ) avec 
4=0 



74 Développement en série de polynômes de Legendre 

Figure 6. Section efficace doublement différentielle dans le labo
ratoire définie à différentes énergies de sortie : 
r = 0 . 8 , 1 .2 , 2 , 2 . 8 , 3 . 3 ; -r = 0 . 4 , r = 3 . 5 . 

m m 

«(cm) 

Figura 7. Section efficace doublement différentielle dans le centre 
de masse correspondant à la section efficace représentée 
sur la Figure 6. 
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ff(E) = 2tt 

+1 
<r(E,iO 041 et b,(E) = jï|y 

+1 

ff(E,|i) P^((i) o#. (13) 

-1 

Les coefficients b sont sans dimension et b = 1. De plus il est clair 

qu'en pratique le nombre de termes dans la sommation est fini, compatible 

avec la précision souhaitée. 

Par contre, il existe certaines situations dans lesquelles le cosinus 

de l'angle d'émission varie entre +1 et une valeur limite u , par exemple 
L 

si 1 î 1 ou bien 7 < 1 et r > 1/7 - 1. Dans ce cas la représentation 

de telles distributions angulaires par un développement en série de 

polynômes de Legendre nécessite un grand nombre de cermes dans la sommation 

pour reproduire de façon satisfaisante la discontinuité en u et, d'autre 
L« 

part, conduit à une section efficace ayant un comportement oscillant autour 

de zéro entre u et -1, présentant donc par endroit des valeurs négatives. 

Afin d'éviter ces deux inconvénients (nombre de termes élevé et 

oscillations) il est proposé ici d'utiliser comme base de développement 

les polynômes de Legendre définis non plus sur l'intervalle [-l,+l] mais 

sur l'intervalle utile [u ,+l]. Ces polynômes de Legendre décalés sont 

notés P.(fO (voir Annexe 2). Les distributions angulaires s'écrivent, par 

analogie avec la relation (13) : 
ff(E,|0 - 2 ) t ^ f

)

 } 2 (2/+1) b*(E) P*(|i) avec 

(7(E) = 2« 
+i . r+i 

<r(E,|«) d<x et b*(E) = ^|y v{E,u) P^(|i) dp. (14) 

Les coefficients b sont sans dimension et b = 1. 

L'intérêt de l'utilisation des polynômes de Legendre décalés apparait 

immédiatement sur l'exemple d'une distribution angulaire linéairement 

anisotrope sur l'intervalle [fj ,+l] (voir Annexe 2). En effet, développée 

sur la base des polynômes de Legendre ordinaires, une telle section 

efficace nécessite théoriquement une infinité de termes dans le dévelop

pement ( 13 ), alors que, sur la base des polynômes décalés, la sommation 

(14) se limite exactement à 4. = 1. 

Roarqu* 

La méthode décrite au paragraphe 5.2, et illustrée dans l'exemple 

suivant, autorise le calcul des différentes intégrales (13) directement 

dans le système du laboratoire. Par contre le calcul des coefficients b (E) 
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proposé dans [GR86] fait intervenir des intégrations dans le système du 

centre de masse par l'intermédiaire d'une méthode sensiblement plus com

plexe. 

5.4 Bxeaple. 

Reprenant l'exemple choisi au paragraphe 4.3 

c ,c_ c , 1 2 c_ °{ E' «° = T« Ç - E' 
max 

les distributions angulaires s'expriment, en utilisant les relations 

(5.a), (7) et (8), sous la forme 

* t*r, •* ̂  1 a 2 . 2 ^ 4 , ,1/2 

o{ E, ji) = — e 2' r (r - 2 fi r + 1) ' . 

max 

Cette forme simple, directement intègrable, permet d'obtenir des relations 

algébriques pour la section efficace intégrée sur les angles, à des valeurs 

constantes de r. 

-l S |i S l r S x - 1 

9{E) = 
2 

a r 

C E 2 

max 

(r2 - 2 *„ r • 1 ) 1 / 2 d*H 

-1 

s o i t , en posant x = 1/f , 

s i r > 1 <r{Z) 2 a (3 r 2 + 1) = —hr~ . O r 2 • D , 
3 C E 2 

max 
, 2 4 3 a x 

s i r = 1 <y(E) 8a 

3 E max 
, 2 4' 3 a x 

s i r < 1 <r(E) = - - 2 | — r ( r 2 + 3) = — 2 — r ( r 2 + 3), 
,C.2 _ 2 4 
3 Emax 3 a x 

HL * J» * 1 r 2: x - 1 

2 f+1 
*(E) « ^ ^ ( r 2 - 2 ^ r + l ) l / 2 d'fi, «'où 

E iii r max r L 



CHAPITRE S : Distributions angultim V 

a 2 2 2 x 3 - t 3 

si r > 1 <T(E) = _ % (1+x-r) [r + rix-2) + x - x + l] = 3 CE 2 

max 
2 /„\ a 3 si r = 1 ff(E) = r— x 

3 CE 2 

max 
o 2 4' 3 a x 

2 3 3 
si r < l o(E) = _ a„ (x+r-i) [r - r(x+2) + x + x + l] = x 

3 CE 2 

max 
, 2 4 ' 3 a x 

avec t = |1 - r|. 
La Figure 8 présente la variation du spectre en énergie <r(E), intégré 

sur les angles, en fonction de la variable sans dimension r. 

Figure 8. Spectre en énergie <r(E), intégré sur les angles, en fonc
tion de la variable sans dimension r (x = 2.5). L'unité 
en ordonnée est 2/3a'x4. 

Le calcul des coefficients du développement en polynômes de Legendre 
des distributions angulaires associées à des valeurs constantes de r dépend 
également des bornes en angles, et est développé ci-dessous pour les 
coefficients D et b_. 
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- 1 S p S 1 

b --ï--ïLl 
° 1 " <T(E) CE2 

max 

r+i 

- i 

2 / 1/2 J 
p (r - 2 f* r + 1) ' d ( i , s o i t 

s i r > l b = - 5r 

5r (3r + l ) 

s i r = l b = - 1 /5 , 

s i r < l b = -

a 2 r l 

r (5 - r ) 

5 ( r 2 + 3) 

f+l 
b 2 ~ «7(E) CE2 2 

max 

2 2 J 1/2 y 
(3(i - 1) (r - 2 |i r + 1) ' d |i, s o i t 

- 1 

• . , h 7 r 2 - 3 
s i r > 1 b 2 = " Z7T7T-35r (3r + 1) 

s i r = i b 2 = - 1/35, 

s i r < l b = -
2 2 

r*(7 - 3r ) 
3 5 ( r 2 + 3) 

^ L ^ S 1 

b. = 
2 

a r r+i 

1 <T(E) C £ 2 |i (r2 - 2 V + D 1 / 2 <*V 
max r L 

Posant x * I / T , i l v i ent m 

s i r > 1 b * f r 4 + r 3 ( x + l ) + r (x'+2x-4) + r ( - | x + 3 x 2 - 2 x + l ) -

- | x 4 + | x 3 + x 2 - x + i ] / [ 5 r ( r 2 + r ( x - 2 ) + x 2 - x + i ) ] , 

s i r s l b ^ l - ^ x 2 , 

s i r < 1 b « [ r 4 + r 3 ( i - x ) + r 2 ( x 2 - 2 x - 4 ) + r( | x 3 + 3x 2 +2x+l) -

- | x 4 - | x 3 + x 2 + x + l ] / [ 5 r ( r 2 - r ( x + 2 ) + x 2 + x + i ) ] . 

Sur la base des polynômes de Legendre décalés (définis dans l'in

tervalle [pT,+l]), les coefficients du développement s'écrivent 
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» > " î?§î 
+1 

<r(E,f») P̂ ((i) dp. 

Utilisant la forme développée des polynômes décalés [GR66] et effectuant 

le changement de variable 

K = i-Hr 
:, H = [|i*(i - n L) + 1 + n L] / 2. 

on se ramène à l'intervalle d'intégration t-l.+l] et les polynômes de 

Legendre décalés se transforment en polynômes de Legendre ordinaires de 

la variable p . A titre d'exemple, le coefficient b s'exprime par 

2 2 * 1 x - t t -» 3tx + x 
1 = " 5 x + t J2. „ 2' 

t + tx + x 
* 

La Figure 9 montre la variation des coefficients b et b en fonction de 
la variable sans dimension r. 

b1 
1.2 

1.0 

.8 

.6 

.4 » 

.2 

0.0 

-3. 

-.4 

.2 

0.0 

-3. 

-.4 

""x^s.^^ / _ — — -"""""""' 

.2 

0.0 

-3. 

-.4 
0 XI .5 1.0 1.5 2.0 2.9 3.0 

r 
3.5 4 .0 

Figur • g. Variation des coefficients b (trait plein) et * 

(tirets) en fonction de la variable sans dimension r. 

Pour chaque valeur de r, le calcul numérique des coefficients b et 

des spectres ?(E) nécessite le calcul d'intégrales sur fx. La méthode 
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d'intégration retenue est décrite dans l'Annexe 3, en utilisant soit 41 

points (5(i = 0.05) soit 101 points (£(t = 0.02) èquirêpartis dans [-l,+l] 

ou [u ,+l]. Les résultats ottenus et les écarts relatifs1par rapport aux 

relations algébriques précédentes sont regroupés dans les Tableaux 1 à 

3. Les écarts les plus importants apparaissent au voisinage de r = 1 et 

de b = 0. L'intégration du spectre sur l'énergie (avec 8r = 0.1) donne 

0.999380 (41 points en p) et 0.999451 (101 points en p), à comparer à la 

valeur algébrique égale à l'unité. Cette précision pourrait être améliorée 

soit en choisissant un nombre et une répartition des points d'intégration 

en p plus judicieux, soit en faisant appel à une méthode d'intégration 

plus élaborée. 

Tableau 1. Intégrales, coefficients b et b des distributions angulaires 

définies pour différentes valeurs c*e r. Les intégrales sont calculées par 

la méthode des trapèzes avec 41 angles (de cosinus èquirêpartis). 6 

représente l'écart relatif par rapport aux relations algébriques présen

tées dans le texte (8.4-6 signifie 8.4 10-*). 

r ff(E) 6 bl 
S D2 

S 

0.1 0.0629289 -2.1-6 -3.31564-2 8.4-6 -6.61626-4 3.3-5 
0.2 0.127111 -8.6-6 -6.52654-2 3.5-5 -2.58683-3 2.6-3 
0.3 0.193801 -2.0-5 -9.53477-2 8.3-5 -5.60246-3 3.4-4 
0.4 0.264250 -3.8-5 -0.122551 1.6-4 -9.43854-3 6.7-4 

0.5 0.339712 -6.4-5 -0.146195 2.8-4 -1.37531-2 1.2-3 
0.6 0.421434 -1.0-4 -0.165794 4.8-4 -1.81616-2 2.2-3 
0.7 0.510663 -1.7-4 -0.181067 8.3-4 -2.22695-2 3.9-3 
0.8 0.608623 -2.9-4 -0.191937 1.5-3 -2.57093-2 7.4-3 
0.9 0.716487 -5.6-4 -0.198553 3.0-3 -2.81965-2 1.6-2 
1.0 0.835269 -1.2-3 -0.201348 6.7-i -2.96220-2 3.7-2 
1.1 0.967399 -6.0-4 -0.198956 3.2-3 -2.83697-2 1.7-2 
1.2 1.11183 -3.6-4 -0.194600 1.9-3 -2.66542-2 9.4-3 
1.3 1.26872 -2.5-4 -0.189057 1.2-3 -2.47416-2 6.0-3 
1.4 1.43811 -1.8-4 -0.182888 9.0-4 -2.28097-2 4.2-3 
1.5 1.62003 -1.4-4 -0.176465 6.9-4 -2.09574-2 3.2-3 
1.6 1.61058 -1.1-4 -7.49356-2 1.1-3 -0.119805 
1.7 1.59734 -8.7-5 1.83089-2 -2.9-3 -0.179787 
1.8 1.57970 -6.9-5 0.104399 -3.4-4 -0.209193 
1.9 1.55704 -5.5-5 0.184255 -1.3-4 -0.214266 
2.0 1.52873 -4.4-5 0.258638 -6.2-5 -0.199776 
2.5 1.28052 -1.4-5 0.567753 -3.2-6 0.0613202 
3.0 0.797065 -2.6-6 0.805601 -8.9-8 0.490968 
3.4 0.188265 -8.7-8 0.963726 -8.8-11 0.893799 

Les écarts relatifs 5 sont définis par la relation : 
6 - valeur calculée/valeur algébrique - l. 
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^aMi—m 2. Intégrales, coefficients b, et b des distributions angulaires 

définies pour différentes valeurs de r. Les intégrales sont calculées par 

la méthode des trapèzes avec 101 angles (de cosinus èquirèpartis). 5 

représente l'écart relatif par rapport aux relations algébriques présen

tées dans le texte (1.3-6 signifie 1.3 10-*). 

r ff(E) 6 \ 
S b2 

S 

0.1 0.0629290 -3.4-7 -3.31562-2 1.3-6 -6.61608-4 5.4-6 
0.2 0.127112 -1.4-6 -6.52635-2 5.6-6 -2.58652-3 2.3-5 
0.3 0.193804 -3.2-6 -9.53411-2 1.3-5 -5.60086-3 5.5-5 
0.4 0.264259 -6.0-6 -0.122535 2.6-5 -9.43321-3 1.1-4 
0.5 0.339730 -1.0-5 -0.146160 4.5-5 -1.37390-2 2.0-4 
0.6 0.421471 -1.7-5 -0.165727 7.7-5 -1.81288-2 3.5-4 
0.7 0.510736 -2.7-5 -0.180941 1.3-4 -2.21974-2 6.3-4 
0.8 0.608773 -4.8-5 -0.191696 2.5-4 -2.55517-2 1.3-3 
0.9 0.716816 -1.0-4 -0.198065 5.7-4 -2.78437-2 3.0-3 
1.0 0.836011 -3.1-4 -0.200354 1.8-3 -2.88586-2 1.0-2 
1.1 0.967870 -1.1-4 -0.198434 6.2-4 -2.79901-2 3.3-3 
1.2 1.11217 -6.1-5 -0.194298 3.2-4 -2.64485-2 1.6-3 
1.3 1.26898 -4.0-5 -0.188861 2.0-4 -2.46180-2 1.0-3 
1-4 1.43834 -3.0-5 -0.182751 1.5-4 -2.27291-2 6.9-4 
1.5 1.62023 -2.3-5 -0.176364 1.1-4 -2.09017-2 5.2-4 
1.6 1.61073 -1.8-5 -7.48687-2 1.7-4 -0.119758 
1.7 1.59746 -1.4-5 1.83536-2 -4.6-4 -0.179749 
1.8 1.57979 -1.1-5 0.104429 -5.5-5 -0.209164 
1.9 1.55711 -8.8-6 0.184276 -2.1-5 -0.214244 
2.0 1.52879 -7.1-6 0.258651 -1.0-5 -0.199759 
2.5 1.28053 -2.2-6 0.567755 -5.1-7 0.0613231 
3.0 0.797066 -4.1-7 0.805601 -1.4-8 0.490968 
3.4 0.188265 -1.4-8 0.963726 -1.4-11 0.893799 

lablaau 3. Coefficients b des distributions angulaires définies pour 

différentes valeurs de r. Les intégrales sont calculées par la méthode 

des trapèzes avec 41 ou 101 angles (de cosinus èquirèpartis). 5 représente 

l'écart relatif par rapport aux relations algébriques présentées dans le 

texte (1.9-4 signifie 1.9 10-*). 

41 points 101 points 

r « 
bi 

S * S 

1.6 -0.168238 i.9-3 -Û.167975 3.0-4 
1.7 -0.159153 1.7-3 -0.158922 2.8-4 
1.8 -0.149631 1.6-3 -0.149427 2.6-4 
1.9 -0.139826 1.5-3 -0.139644 2.5-4 
2.0 -0.129863 1.5-3 -0.129701 2.4-4 
2.5 -0.0807188 1.3-3 -0.0806293 2.1-4 
3.0 -0.0368407 1.3-3 -0.0368016 2.0-4 
3.4 -6.80971-3 1.3-3 -6.80257-3 2.0-4 
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6. C1LC0L DBS SP8CZ8BS EM BB8GXZ FOUR SX AMGLS LABQRalOXKB DOUE. 

On se propose de calculer, pour un angle d'émission p dans le 

laboratoire, le spectre en énergie des particules correspondantes. Les 

variables indépendantes retenues sont l'énergie de sortie .E. (ou r,) et 
-t 

l'angle d'émission p de la particule 3. Si le domaine de definition de 

ces deux grandeurs est de forme simple (rectangulaire) dans le centre de 

masse, il n'en est pas de même dans le laboratoire et il convient donc 

d'en définir les limites. L'indice 3 est omis dans la suite de ce chapitre. 

6.1 Do—Jne de définition dans le plan (r, p). 

La frontière du domaine de définition, dans le plan (r, p), de la 

section efficace doublement différentielle ne dépend que de la valeur 

minimale du paramétre T» T » c'est-à-dire de l'énergie incidente. Cette 

frontière est représentée pour différentes valeurs de ? sur la 

Figure 5, page il. 

Les limites sur p sont fixées par la valeur de i : 

si T j n < 1 -1 S ̂  1 4vL • -1, 

si r = l 0 i ''(i 5 1 V = 0, 
m r L 

si i > 1 1 - Ui2

m S "̂  * 1 V » 1 ~ l/îî-m m r L m 

Les limites sur r dépendent de la valeur de \i : 

si T < 1 r. = 0 r = \ + <S + V " D i / 2, 
m min max r 2 

Tm 
S i \ = 1 rmin = 0 rmax = 2 ' < " ( 1 5 ) 

4 ^, •/ , 1 / 2 ,.1/2 -* ^ ,1 ^42 ,.1/2 
s i % > l r m in - « - ("5 • « - l) r ^ = H • < - + u - l) . 

Ti Tm 

6.2 transformation de la section tfflcace. 

Le domaine de définition des deux variables r et (t venant d'être 

défini, il s'agit maintenant de calculer la section doublement 

différentielle en fonction de r pour différentes valeurs constantes de 

(i, ce qui revient à rechercher, dans le centre de masse, l'ensemble des 

points ( £, p) se transformant dans le laboratoire pour donner ces valeurs 
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de fi. La procédure retenue pour calculer a correspondant à ces valeurs 
de u est la suivante pour une valeur donnée de -r : 

4 m / 
1. Choix, dans le laboratoire, des valeurs de ft comprises entre ft et 
1, et de r dans 1 ' intervalle correspondant défini par les relations ( 15 ), 
-C 2 2 
E = a r . 
2. Transformation dans le centre de masse des variables indépendantes 
correspondant à E et ft 
si r < ft T(V - 1) - "V tî2 (V - 1) + 1] 1/2 

si r c ., / 2,1/2 ji = - ( l - ft ) 

si r > ft 
c 2 . 2 = a / T 

c ,* 2 ,, J r 2 , / 2 ,. ,,1/2 ft = T< F " 1) + (* LT ( F - 1) + 1] 
(16) 

2 2 4 4 

avec 1/TT = r - 2 ftr + 1. Pour le cas particulier fi = 1 et r = 1, il 
vient l/f = 0 et E = 0, ft = l. 
3. Pour ces valeurs des variables, la section efficace dans le centre de masse est obtenue par interpolation. 

c 4 
4. Transformation de a en a à l'aie! 
d'une telle transformation est donné sur les Figures 10 et il. 

c 4 
4. Transformation de a en a à l'aide des relations (7) et (8). Un exemple 

6.3 Bxanpla. 

Reprenant l'exemple choisi au paragraphe 4.3 
c >c=. c ^ * 2 C_ 

9 i E' f* = *k S 3 - E' 
max 

les spectres en énergie s'expriment, en utilisant les relations (5.a), 
(7) et (8), sous la forme 
V H / , 0 = =i - f - r (r2 - 2 '„ r • l) 1' 2. 2« c E2 

max 
Le calcul, pour des valeurs constantes de fi, de la section efficace 
intégrée sur les énergies dépend des bornes en r. 

o(4*) = 
fEmax 

"min 
y 2 2 

?(E, ft) dE avec E = a r soit 
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Figure 10. Section efficace doublement différentielle dans le labo
ratoire définie à diffèrent? angles de sortie : \L - -i, 
-0.5, 0, C.5, 0.9, 1; T = 0.4, r * 3.5. 

m m 

oicm) E(cm) 

Figure 11. Section efficace doublement différentielle dans le cen
tre de masse correspondant à la section efficace repré
sentée sur la Figure 10. 
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ffCV) = 2 a 2 

min 
&(r, (i) r dr d'où 

Jr 
max 

, r 

(rCV) = 2 a 2 s 
r 2 dr 

Jr ( r 2 - 2 V l ) 1 / 2 ' 
max r 

<rCV) = 2=— [ / X 2 + H 2 - 1 (2x 2+5éi 2-l)x + 5fi3+ §(16x 3 - l3) + 
8nCE max 

/ 2 2 
, , 2 , , _ 2 , . . x-h/x +ji - 1 , (1-fi ) (5H -l)Log —'——jj ] . 

La Figure 12 présente la d i s t r ibu t ion angulaire intégrée sur les 

énergies . 

4p) 
.25 

.20 

.15 

.10 

.05 

0.00 • i i 

.0 1.0 - .8 - . 6 - .4 - . 2 0.0 .2 .4 .6 .8 1 
M 

.0 

Figure 12. Distribution a igulaire intégrée sur les énergies. 

iiptcti nuafarlwiBi 

Pour craque valeur de p, le calcul numérique de <r( p) nécessite le 

calcul d'intégrales sur r. La méthode d'intégration retenue est la méthode 

des trapèzes utilisant 106 points àquirépartis entre r . et r . Les 
m m max 
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résultats obtenus et les écarts relatifs par rapport aux relations algé

briques précédentes sont regroupés dans le Tableau 4. L'intégration de 

la distribution angulaire (avec Su = o.l) donne 1.00056, à comparer à la 

valeur algébrique égale à l'unité. Cetce valeur fournit une estimation 

de la précision de la méthode d'intégration. 

ZablMU 4. Section efficace intégrée sur les énergies pour différentes 

valeurs de p. Les intégrales sont calculées par la méthode des trapèzes 

avec 106 valeurs èquiréparties de r. S représente l'écart relatif par 

rapport aux relations algébriques présentées dans le texte (1.1-5 signifie 

1.1 10-*). 

F ff(M) S " <y(u) 5 

-1.0 0.0194804 -1.1-5 -0.9 0.0219098 -1.0-5 
-0.8 0.0246774 -9.9-6 -0.7 0.0278295 -9.4-6 
-0.6 0.0314170 -8.9-6 -0.5 0.0354959 -8.4-6 
-0.4 0.0401269 -7.8-6 -0.3 0.0453744 -7.1-6 
-0.2 0.0513065 -6.3-6 -0.1 0.0579927 -5.5-6 
0.0 0.0655030 -4.5-6 0.1 0.0739045 -3.5-6 
0.2 0.0832584 -2.3-6 0.3 0.0936153 -1.0-6 
0.4 0.105009 4.3-7 0.5 0.117448 2.0-6 
0.6 0.130903 3.8-6 0.7 0.145287 5.9-6 
0.8 0.160417 8.2-6 0.9 0.175919 1.1-5 
1.0 0.190605 7.6-6 
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7. CONCLUSION. 

La transformation des sections efficaces doublement différentiel les 

du centre de masse vers l e laboratoire s'effectue à l'aide du jacobien 

J(cm -• lab) = C*E/ CE) 1 / 2 

qui fait jouer un rôle particulier, dans certaines conditions, au point 
/ l 2 

ft = l, E = a , ou la section efficace peut être infinie dans le labo

ratoire, tout en conservant une intégrale finie. 

La méthode de transformation présentée en vue d'obtenir des 

tabulations rectilignes en énergie ou en angle permet également de s'af

franchir complètement des difficultés existantes dans le cas de doubles 

valeurs en énergie. 

La description des sections efficaces différentielles dans les 

fichiers de données évaluées fait l'objet de la "file 6" dont l'utilisation 

est de plus en plus intensive pour décrire finement les phénomènes phy

siques, spécialement pour les noyaux légers. Les remarques présentées dans 

cette note peuvent avoir des implications dans le choix des tabulations 

en angle et en énergie de la "file 6". 

Je tiens à remercier Dr H.GRUPPELAAR (ECN, Petten, Pays-Bas) pour 

les fructueuses discussions que nous avons eues au cours de cette étude. 
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Annexe 1. Distribution uniforme. 

Supposons une section efficace, dans le centre de masse, de la forme 

c 2 
/ d < 7 . 1 .C . ,,C_ . 

«âTE* = Tn 9 ( « l3 ) f ( E 3 ) 

avec une distribution uniforme en énergie et une distribution angulaire 

isotrope : 
f ( C V - 1 ' ̂ max' g (% ) " I" 
La valeur constante de cette section efficace est désignée par s, 

l_ , c 
S = 4rr ' E3max' 

et son intégrale sur les angles et les énergies est égale à l'unité. Cette 

section efficace est représentée sur la Figure 13. La transformation dans 

le laboratoire (Figure 14) fait apparaître le rôle particulier du point 
•t 4 2 

fi = 1, E = a , où la section efficace devient infinie. 

Les valeurs numériques adoptées sont identiques au cas d'une dis

tribution linéaire en énergie, 

m = 4, m * 10, m = 4, m = 10, 
Q0 = 0' Smax* 0' E l = 1 ' *m = 0- 4' * - I/T. - 2.5. 

C E = (10/14)2, r =3.5, S = 196 / 400n. 
max max 

l. Distributions angulaires. 

Les distributions angulaires dans le laboratoire, pour des valeurs 

constantes de 1'énergie E de la particule émise, sont données par 

9(E,|0 • sr (r2 - 2«r + i ) ~ 1 / 2 

et sont représentées, pour quelques valeurs de r, sur la Figure 15. 

Cette forme simple, directement intégrable, permet d'obtenir des 

relations algébriques pour la section efficace intégrée sur les angles, 

à des valeurs constantes u« r. 
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o(cm) 

+ 1 

E(cm)„ 

.25 

.12 
•05 

•1 
M(cm) 

Figure 13. Section efficace doublement différentielle dans le cen
tre de masse définie à différentes énergies de sortie 
E, : L * f L , f = 0.05, 0.12, 0.25, 0.6, 1. .. 3 3max 

o(lob) 

Figura 14. Section efficace doublement différentielle dans le labo
ratoire correspondant à le. section efficace représentée 
sur la Figure 13. 
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A «(lab > 
/ 

1 -

.9 - A * E ( , a b ) 

i " / 
.8 - y 
.7 - \ 

^ 2 2 - \ 2 - B 

.6 -
\ 

.5 -

^ 

\ 
.4 -

^ .3 - / \ l i N. 

.2 - ^ N ^ J ~"*~~ 

.1 -

' ^ > 
+ 1 

j(lob) 

Figure 15. Section efficace doublement différentielle dans le labo
ratoire définie à différentes énergies de sortie : 
r = 0.8, 1.2, 2, 2.8, 3.3; T = 0.4, 

m 
r = 3.5. m 

a(cm) 

E(cm) 

Figure 16. Section efficace doublement différentielle dans le cen
tre de masse correspondant à la section efficace repré
sentée sur la Figure 15. 
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-1 S (i S 1 r S x - 1 

9(E) = 2« 
+1 

J-l 

a(E,(i) dp avec a(E,ji) = s V^E^E - s{l j; + — ) 
r 

= sr(r - 2ftr +1) 

1/2 

-1/2 

f+1 
soit »(E) = 2«sr _ÉfL 

, , 2 „ ,,1/2' 
-1 (r - 2pr + 1) 

s i r < l 

s i r = l 

s i r > l 

a(E) = 4nsr, 

9(E) = 4ns, 

7(E) = 4ns. 

^ F ^ 1 r > x - l 

9(E) = 2* 
+1 

<*L 

<r(E,ft) dp avec 

= sr(r2 - 2pr +1)" 1 / 2, 

soit »(E) = 2«sr 
+1 -ÉL. 

, 2 „ ,,1/2 
Jf»L (r - 2fir + 1) 

avec p L = | [r - - ( — - 1)], d'où, en posant x = l/tm, 

•m 

si r < 1 

si r = l 

si r > l 

9(E) = 2ns (r + x - 1), 

9(E) = 2ns x, 

9(E) - 2ns (1 + x - r). 

Les formules établies pour 7(E) permettent de vérifier, par exemple 

pour 7 < 1 (x > l), 
m 

9 -

fx-1 
9(E) dE + 9(E) dE + 

X+l 
9(E) dE = 1. 

JX-1 

La Figure 17 présente la variation du spectre en énergie 7(E), intégré 

sur lés angles, en fonction de la variable sans dimension r. Cette forme 

de spectre, présentant des points anguleux et un palier entre les énergies 
2 2 2 
a et (x-l) a , est identique à celle décrite par [H083], p.24. 

Les coefficients des développements en polynômes de Legendre (définis 

sur l'intervalle [-i,+i]) sont donnés, suivant les bornes en angles, par 
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Figure 17. Spectre en énergie 9(E), in tégré sur les angles , en 
fonction de l a variable sans dimension r . L 'uni té en 
ordonnée es t 4ns. 

-1 S (. i 1 

V E » " îff) f+1 J-l 
a(E,H) P/?) dp = |»r 

+1 
-1 

(r 2-2Mr+l)" i / 2 Py(|») dfx. 

• Si r < 1, l'utilisation de la fonction génératrice des polynômes de 
Legendre conduit à 

Â 

• Si r = l, l'intégration directe [GR65], formule 7.225.3, conduit à 

D^-2T7T-
• Si r > 1, le changement de variable r » i/p et l'utilisation de la 
fonction génératrice des polynômes de Legendre conduit à 

(2S+L) r* 
Les coefficients b, sont donc, dans ce cas, indépendants de T • A m 
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H,^ S l 

V E ' - & <r(E,jt) P.((i) a»*-
+1 

'•*L 

Ces intégrales sont calculées en utilisant la forme développée des 

polynômes de Legendre et les deux premiers coefficients sont : 

b, = |- [2r 2 - r(x-2) - x 2 + x + 2] 
x or 
- - 1 [8r 4 - r

3(7x-8) + r2(8-7x)(x+l) + r(x+l)(3x2-9x+8) + 
40r 

3x -3x -7x*+7x+8]. 

Sur la base des polynômes de Legendre décalés (définis dans l'in

tervalle [(JTf+i])f les coefficients du développement s'écrivent 
L» 

_«,_, 2rt f+i 
ff(E,p) Py(j*) df« 

L 

Utilisant la forme développée des polynômes décalés [GS66] et effectuant 

le changement de variable 

, 2** " l - P L 

F = jTT^ ' n = [(i (1 - (*L) + 1 + f*L] / 2, 

on se ramène à l'intervalle d'intégration [-i,+i] et les polynômes de 

Legendre décalés se transforment en polynômes de Legendre ordinaires de 

la variable p . A titre d'exemple, le coefficient b s'exprime par 

La Figure 18 montre la variation des coefficients b et b en fonction 

de la variable sans dimension r. 

MPKtl niMÉCifflMx 

Pour chaque valeur de r, le calcul numérique des coefficients b et 

des spectres ?(E) nécessite le calcul d'intégrales sur p. La méthode 

d'intégration retenue est décrite dans l'Annexe 3, en utilisant soit 41 

points (ôfj = 0.05) soit 101 points (5p = 0.02) èguirépartis dans [-i,+i] 

ou [̂  ,-t-i]. Les résultats obtenus et les écarts relatifs par rapport aux 

relations algébriques précédentes sont regroupés dans les Tableaux 5 à 

7. Les écarts les plus importants apparaissent au voisinage de r * l et 
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Figure 18. Variation des coefficients b (trait plein) et b 
(tirets) en fonction de la variable sans dimension r. 

de b = 0. L'intégration du spectre sur l'énergie (avec ôr = 0.1) donne 

1.00476 (41 points en u.) et 1.00110 (101 points en p), à comparer à la 

valeur algébrique égale à l'unité. Cette précision pourrait être améliorée 

soit en choisissant un nombre et une répartition des points d'intégration 

en fi plus judicieux, soit en faisant appel à une méthode d'intégration 

plus élaborée. 
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Taftlaaa S. Intégrales, coefficients b et b des distributions angulaires 

définies pour différentes valeurs de r. Les intégrales sont calculées par 

la méthode des trapèzes avec 41 angles (de cosinus équirèpartis). 6 

représente l 'écart re lat i f par rapport aux relations algébriques présen

tées dans l e texte (6-5-6 s ignif ie 6.5 10-*). 

r <r(E) 5 bl 
5 b2 

5 

0.1 0.196001 6.5-6 0.0333342 2.6-5 0.00200014 6.8-5 
0.2 0.392011 2.9-5 0.0666741 1.1-4 0.00800235 2.9-4 
0.3 0.588045 7.7-5 0.100029 2.9-4 0.0180136 7.6-4 
0.4 0.784139 1.8-4 0.133418 6.4-4 0.0320526 1.6-3 
0.5 0.980392 4.0-4 0.166892 1.4-3 0.0501710 3.4-3 
0.6 1.17712 9.5-4 0.200596 3.0-3 0.0725287 7.3-3 
0.7 1.37557 2.6-3 0.235059 7.4-3 0.0997207 1.8-2 
0.8 1.58214 9.0-3 0.272749 2.3-2 0.134568 5.1-2 
0.9 1.84732 4.7-2 0.330315 1.0-1 0.196254 2.1-1 
1.0 1.96612 3.1-3 
1.1 2.07148 5.7-2 0.339116 1.2-1 0.206175 2.5-1 
1.2 1.98893 1.5-2 0.287667 3.6-2 0.149770 7.8-2 
1.3 1.97166 5.9-3 0.260423 1.6-2 0.122588 3.6-2 
1.4 1.96598 3.1-3 0.240131 8.5-3 0.104098 2.0-2 
1.5 1.96357 1.8-3 0.223414 5.4-3 0.0900362 1.3-2 
1.6 1.86400 1.1-3 0.268333 2.3-3 0.0422629 1.6-2 
1.7 1.76520 6.8-4 0.312113 1.1-3 0.0125258 3.4-2 
1.8 1.66676 4.5-4 0.354832 5.7-4 -0.00217835 -1.1-1 
1.9 1.56849 3.1-4 0.396613 3.1-4 -0.00406656 -3.9-2 
2.0 1.47033 2.2-4 0.437574 1.7-4 0.00518659 2.1-2 
2.5 0.980047 4.8-5 0.633340 9.8-6 0.182012 6.7-5 
3.0 0.490004 8.0-6 0.819445 2.7-7 0.524827 1.0-6 
3.4 0.0980000 2.6-7 0.964216 2.6-10 0.895217 8.3-10 
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Tableau 6. Intégrales, coefficients b et b des distributions angulaires 

définies pour différentes valeurs de r. Les intégrales sont calculées par 

la méthode des trapèzes avec 101 angles (de cosinus èquirèpartis). S 

représente l'écart relatif par rapport aux relations algébriques présen

tées dans le texte (1.0-6 signifie l.o 10"*). 

r ff(E) 8 
D l 

& 
b 2 

5 

0.1 0.196000 1.0-6 0.0333335 4.1-6 O.OL20OO02 1.1-5 
0.2 0.392002 4.6-6 0.0666679 1.8-5 0.00800038 4.7-5 
0.3 0.588007 1.2-5 0.100005 4.6-5 0.0180022 1.2-4 
0.4 0.784022 2.8-5 0.133347 1.0-4 0.0320085 2.6-4 
0.5 0.980063 6.4-5 0.166703 2.2-4 0.0500276 5.5-4 
0.6 1.17618 1.5-4 0.200096 4.8-4 0.0720862 1.2-3 
0.7 1.37259 4.3-4 0.233620 1.2-3 0.0982886 2.9-3 
0.8 1.57052 1.6-3 0.267773 4.2-3 0.129218 9.5-3 
0.9 1.78373 1.1-2 0.307563 2.5-2 0.170767 5.4-2 
1.0 1.96388 2.0-3 
1.1 1.98750 1.4-2 0.312468 3.1-2 6.176260 6.6-2 
1.2 1.96550 2.8-3 0.279707 6.9-3 0.141058 1.6-2 
1.3 1.96200 1.0-3 0.257110 2.7-3 0.119096 6.4-3 
1.4 1.96099 5.0-4 0.238435 1.4-3 0.102389 3.4-3 
1.5 1.96058 3.0-4 0.222418 8.8-4 0.0890787 2.1-3 
1.6 1.86232 1.7-4 0.267810 3.8-4 0.0417037 2.6-3 
1.7 1.76419 1.1-4 0.311821 1.8-4 0.0121837 5.5-3 
1.8 1.66612 7.3-5 0.354662 9.2-5 -0.00239443 -1.7-2 
1.9 1.568C8 5.0-5 0.396511 4.9-5 -0.00420597 -6.3-3 
2.0 1.47005 3.6-5 0.437512 2.7-5 0.00509554 3.4-3 
2.5 0.980008 7.7-6 0.633334 1.6-6 0.182002 1.1-5 
3.0 0.490001 1.3-6 0.819444 4.3-8 0.524826 1.7-7 
3.4 0.0980000 4.2-8 0.964216 4.2-11 0.895217 1.3-10 

Tableau 7. Coefficients b des distributions angulaires définies pour 

différentes valeurs de r. Les intégrales sont calculées par la méthode 

des trapèzes avec 41 ou 101 angles (de cosinus èquirèpartis). S représente 

l'écart relatif par rapport aux relations algébriques présentées dans le 

texte (5.3-4 signifie 5.3 10-*). 

41 points 101 points 

r * 
b l 

5 
* 

b l 
S 

1.6 0.205388 5.3-3 0.204477 8-6-4 
1.7 0.188254 4.0-3 0.187621 6.5-4 
1.8 0.172270 3.2-3 0.171806 5.2-4 
1.9 0.157284 2.7-3 0.156930 4.3-4 
2.0 0.143189 2.3-3 0.142910 3.7-4 
2.5 0.0834599 1.5-3 0.0833536 2.4-4 
3.0 0.0370851 1.3-3 0.0370447 2.1-4 
3.4 6.81124-3 1.3-3 6.80408-3 2.0-4 
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2. Spectres «i énergie. 

Les spectres en énergie dans le laboratoire, pour des valeurs 

constantes de (i, sont donnés par 

<r(E,f<) = sr (r 2 - 2jxr + 1 ) " 1 / 2 , 

et sont représentés, pour quelques valeurs de p, sur la Figure 19. 

La section efficace intégrée sur les énergies est définie par 

,E_ 

<r(H) = 
max 2 2 

or(E,(i) dE avec E = a r soit E . min 

*(H) = 2 a 2 

min 2 ' 
a(r,(t) r dr d'où »((t) = 2 a s 

Jr 

min 2 . r dr 

max max 
r <r 2-2„r +l)

1 / 2' 

I /*2 2 
<r(n) = a 2s [x /x2+(«2-i + t»Ux-3) + (3H

2-l)Log x V ^ - 1 ] . 
2 La section efficace devient infinie en fi = l (variant comme 2a s Log(i/e) 

avec fi = l-e) mais l'intégrale sur les angles reste finie (égale à l'unité 

dans l'exemple choisi). La Figure 21 présente la distribution angulaire 

intégrée sur les énergies. 

*«e«gfca minArUnies. 

Pour chaque valeur de p, le calcul numérique de 7(fi) nécessite le 

calcul d'intégrales sur r. La méthode d'intégration retenue est la méthode 

des trapèzes utilisant 106 points équirépartis entre r . et r . Les 

résultats obtenus et les écarts relatifs par rapport aux relations algé

briques précédentes sont regroupés dans le Tableau 8. L'intégration de 

la distribution angulaire (avec 5p = 0.1) donne 1.08020, à comparer à la 

valeur algébrique égale à l'unité. Cette valeur fournit une estimation 

de la précision de la méthode d'intégration. 
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Figure 19. Section efficace doublement différentielle dans le labo
ratoire définie à différents angles de sortie : ft = -i. 
-0.5, 0, 0.5, c.9, 1; T = 0.4, r = 3.5. 
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Flçura 20. Section efficace doublement différentielle dans le cen
tre do ! -,ÎS*I corrervondant à la section efficace repré
senter c tr Le Figure 19. 
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Tablaau 8. Section efficace intégrée sur les énergies pour différentes 

valeurs de p. Les intégrales sont calculées par la méthode des trapèzes 

avec 106 valeurs èquiréparties de r. 5 représente l'écart relatif par 

rapport aux relations algébriques présentées dans le texte (3.0-5 signifie 

3.0 10-»). 

F »(|0 $ F a((«) 5 

-1.0 0.0137834 -3.0-5 -0.9 0.0156211 -3.0-5 
-0.8 0.0177447 -3.0-5 -0.7 0.0202021 -3.1-5 
-0.6 0.0230498 -3.1-5 -0.5 0.0263538 -3.1-5 
-0.4 0.0301918 -3.1-5 -0.3 0.0346552 -3.1-5 
-0.2 0.0398519 -3.2-5 -0.1 0.0459101 -3.2-5 
0.0 0.0529831 -3.2-5 0.1 0.0612566 -3.2-5 
0.2 0.0709585 -3.3-5 0.3 0.0823759 -3.3-5 
0.4 0.0958812 -3.3-5 0.5 0.111981 -3.3-5 
0.6 0.131410 -3.3-5 0.7 0.155355 -3.2-5 
0.8 0.186080 -3.1-5 0.9 0.229653 -3.0-5 
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Annexe 2. Polynoaas da Legendre définis sur 1'intervalle [a,b]. 

Quelques relations utiles relatives aux polynômes de Legendre définis 

sur l'intervalle [a,t>] sont présentées ci-dessous [6R66] : 

Définition. 

n 
P*(x) = 2 _ [(x-a)

n(x-b)n], n = 0, 1, 2... 
n! (b-a) dx 

P J X ) = Z 2 (J < x _ a ) < X~ D> ' 
n (b-a)n k=0 * 

... i [ n /

T

2 ) (-i)k (2n-2k): f2x-a-b.
n' 2 ) { 

nK ' ~ n _ k! (n-k)! (n-2k)! K b-a ; 

P*(x) = l, 

P*(x) = (2x-a-b)/(b-a), 

P*(x) = (6x2-6(a+b)x +a2+4ab+b2)/(b-a)'. 

Valeurs particulières. 

P*(a) = (-l)n, P*(b) = 1, P ! ( ~ ) = 0 si n=2k+l, 
n n n 2 

= ( _ 1£ 2) si n=2k. 

fielatlgn a'prtflogonfllite-
fb 

P*(x) P*(x) dx = sgS S . 
n n 2n+l nm 

Relation de récurrence. 

(n+l)(b-a)P* (x) -(2n+l)(2x-a-b)P*(x) + n(b-a)P* ,(x) - 0, n - l, 2... 
n+i n n—J 

Fonctign génératrice# 
a» 

[1 - 52-(2x-a-û)t + t
2 ] " i / 2 = 2 P*(x) t n, |t| < 1. 

n=0 
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Intégrales. 

2 = <b-»>t | t| < i 

a /b-x 

b P n ( x ) , , . ^ 2 ^ 

a /x-a 
dx = (-1) 2n+l' n = 0, 1, 2.. 

L'emploi et les avantages des polynômes de Legendre décalés comme 

base de développement de distribution angulaires définies sur 1 ' intervalle 

tu ,l] est illustré sur l'exemple d'une distribution angulaire linéai-
LÉ 

rement anisotrope [définie par les deux points (p.,9 ), (1,9 ) et nulle 
Là Lt X 

dans l'intervalle [-l,f»T], présentant donc une discontinuité en p ] : 
L* Li 

d'intégrale a = «(l-j* )(9 +9 ), et dont le développement en série 

s'écrit : 

w - 2ÏÏ(Ï=TT j n

 ( 2 / + i ) *\ p>> a v e c ^ • H
 1 

•*L 

<y(tt) P * ( H ) **»• 

Grâce au changement de variable 

2f« - 1 - H L 

(i* = j-̂ -jj , (x = [(i*(l - H L ) + 1 + K L3 / 2, 

L 
« — g 

« « 1 1 L 
il vient b_ = 1 et b, = i — -. 

0 1 3 9 + 9 
J» Là 

Tous les coefficients d'ordre supérieur sont nuls. Il faut noter au 

passage que l'expression du coefficient b est identique à celle que l'on 

obtiendrait, sur la base est polynômes de Legendre ordinaires, en trans

formant la distribution angulaire de l'intervalle [fi ,l] à l'intervalle 
L* 

[-1,1] par le changement de variable précédent. 

Par contre, sur la base des polynômes de Legendre ordinaires dans 

l'intervalle [-1,1], le développement 

OD 

J(|») * •£ 2 (24+1) b P (j«) 

nécessite, en toute rigueur, une infinité de termes et les coefficients 

b. sont alors de la forme 
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2K y L

 d P ^ 1 »!+»£, ^ . i 
b-f = (»+(T r ) [ U+2) (2 /+ l ) ~dl I~ ( é 'L ) + U - l ) ( 2 / + l ) ~dir~ (*'L ) 
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Anno» 3. Béthode d'Intégration. 

Le calcul, par la méthode simple des trapèzes, des intégrales du type 

(13) (paragraphe 5.3) 

f+i 

l f - (r(E,|0 P (|i) df», 
-1 

où la fonction 9(E,p) est tabulée, peut conduire à des erreurs importantes 

(spècialemert pour Â t 2), qui, pour être réduites à un niveau raisonnable, 

nécessiterait un nombre de points d'intégration excessif. 

Afin d'améliorer la précision numérique tout en limitant le nombre 

de points d'intégration, la méthode adoptée consiste à supposer la seule 

fonction er(E,p) - au lieu de ?(E,p)P (p) - linéaire entre deux abscisses 

successives de tabulation, u et u . soit 
n n+i 

g ( E , V l ) - ,(£,,. ) 
,(£,«) - « . + <?n avec « = p - — • et 

rn+l rn 

^ " V «*n+i " » ( E ' W «Si 
n " Vl " •'n 

Il s'agit alors de calculer 

1 = 1 K _ où K _ = 4 -tn -fn n 

Vi 

«•n 

( V * V V* 0 **' 

Grâce aux relations Ï.M053], p.1326 : 

" V * 0 = 2k K^DP^d.) * * P^fO] et 

b 

V 0 <* = 2~k [ P / + l ( b ) " W > " V l ( b ) + P ^ - l ( a ) ] " > 0 ) ' 
Ja 
il vient finalement 

K<n " [«n{ïS£[ W W - *W*V ] + (2*l)U/+3) [ P/ <W - V"n ) 3" 

- S*! W W " V2 ("n'" + 

+ ' n < W W " Vl 1"»' " P M ( Vl» + V l ( " n ) } ] ' ( 2 ' + 1 ) ' 
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Il faut noter que, pour 4 - 0, la méthode proposée se ramène à la 

méthode des trapèzes classique. 

L'amélioration importante de la précision numérique apportée en 

utilisant cette méthode d'intégration au lieu de la méthode des trapèzes 

est illustrée, pour le coefficient b_, par le tableau ci-après dans le 

cas d'une réaction nucléaire caractérisée par : 

m = 1 , m 2 = 50, m_ = 1, m = 50, 

Q0 = °' W = °' E l = 15' T«n = °- 0 2' x = 1 / T m = 50' 
pour laquelle, dans le centre de masse, la distribution en énergie est 

triangulaire et la distribution angulaire isotrope (cf. sections 4.3 et 

5.4). 

Tableau. Ecarts relatifs sur le coefficient b calculé par la méthode des 

trapèzes et par la méthode décrite dans le texte (101 points d'intégration 

sur n dans les deux cas, 2.0-4 signifie 2.0 10-*). 

écarts écarts 
r valeur méthode des méthode 

algébrique trapèzes utilisée 

0.5 -1.37390-2 -6.0-3 2.0-4 
1 -2.85714-2 8.3-3 1.0-2 
2 -1.37363-2 -6.0-3 2.0-4 
5 -2.58647-3 -3.8-2 2.3-5 
10 -6.61604-4 -1.5-1 5.4-6 
15 -2.95294-4 -3.4-1 2.4-6 
20 -1.66349-4 -6.0-1 1.3-6 
25 -1.06537-4 -9.4-1 8.4-7 
30 -7.40114-5 -1.4+0 5.8-7 
35 -5.43879-5 -1.8+0 4.3-7 
40 -4.16468-5 -2.4+0 3.2-7 
45 -3.29094-5 -3.0+0 2.5-7 
49 -2.77574-5 -3.6+0 2.1-7 

Dans les situations extrêmes où l'intervalle [u ,u ,] devient très 
n n+i 

petit, la méthode précédente peut néanmoins devenir numériquement insta

ble. Il est alors préférable, selon une suggestion de D.E. CULLEN [CU86], 

de transformer cet intervalle dans l'intervalle usuel de définition des 

polynômes de Legendre [-l,+l], grâce aux relations : 

<*> - ( Vi + V f 2 

ho - (o, 
n+l 

, n)/2 
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X = 2 (ji - <(*» / 6^' X t [-1.+1] 

H = (X 6(i + 2 <JI>) / 2 a(X,E) = <a> + 5a X 

df» = 6f dX / 2. 

En explicitant les polynômes de Legendre sous forme de monômes 

k=0 

il vient 

f+l * „ » . ., ̂  . * 
K*n 2 [<a> + ôaX] Z a ^ [ X » \ 2 ^ ] dX. 

J-l X=0 

Sous cette forme les puissances impaires de X ne contribuent pas à 

l'intégrale. Pour les premières valeurs de /, ces intégrales 

s'écrivent : 

/ = 0 K„ = 5u <a> 
On ^ 

/ = 1 K = $f* [<a> <(*> + 5a ôfi / 6] 

/ = 2 K = |^ [<a> (3 <n> 2 - 1) + 1^ (<a> S(< + 4 <p> 5a)]. 

Cependant, dans les exemples présentés dans cette note et avec les 

pas choisis, il n'y a pas de différences numériques entre les deux dernières 

méthodes d'intégration étudiées. 
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